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物性物理科学 I 

 
注意：問題１から 3 までの各問いに解答し，各問題の答えを別々の解答用紙に記入すること．１
つの問題の解答が解答用紙２枚にわたるときには，２枚目にも問題の番号を書き，２枚目である
ことを明示すること． 
 
問題 1 
 
図 1に示すように，一辺の長さが 2𝑎 の正方形の断面をもつ，長さ 2𝑏 の直方体である剛体を考
える．この剛体は一様な密度 𝜌 を持ち，質量は 𝑀 = 8 𝜌 𝑎2 𝑏 である．いまこの剛体に固定され
た座標軸 𝜉， 𝜂， 𝜁 を図 1のようにとる．ただし，座標軸 𝜉， 𝜂， 𝜁 の原点は剛体の重心位置 
G とする．また，図 1に示すように 𝜉 軸上の剛体表面の点を点P，点Qとする． 
この剛体が，図 2に示すように，重さが無視でき，たわみ，伸縮が無い 2本の糸で水平な天井
の点A，点Bから吊り下げられているとする．このとき，鉛直下向きの重力加速度を 𝑔 とする．ま
た点Aから点Bへの距離を 2𝑐 とする．ただし 𝑐 > 𝑏 である．それぞれの糸の長さは 𝑙 であり，そ
れぞれの糸の両端を図 2に示すように点A，点P，および，点B，点Qに固定している．ここで空間
に固定した座標軸 𝑥， 𝑦， 𝑧 を図 2のようにとる．ただし，平衡位置では座標軸 𝜉， 𝜂， 𝜁 が
座標軸 𝑥， 𝑦， 𝑧 とそれぞれ重なっているとする． 
ここで図 3 に示すように，この剛体が 𝜁 軸まわりに微小振動している場合を考える．ただし，

𝜉 軸， 𝜂 軸まわりの回転は考えないものとする．また，この剛体は 点P， 点Q以外では糸や天井
とは触れないものとする．図 3 上面図に示す𝑥𝑦平面上に投影した線分ABと線分PQがなす角度を 
𝜃 し，𝑥𝑦𝑧座標系でみた剛体の重心Gの位置座標を (0, 0, 𝑍) とする．このとき，以下の問いに答え
よ．また，導出過程も記載すること． 
 
[1] この剛体の𝜉軸，𝜂軸，𝜁軸回りの主慣性モーメント 𝐼𝜉， 𝐼𝜂， 𝐼𝜁 を 𝑀， 𝑎， 𝑏 のうち必要な
ものを用いてそれぞれ表せ．  
 
[2] 𝜃 と 𝑍 を，運動を記述する座標として，系の運動エネルギー 𝑇，ポテンシャルエネルギー 
𝑈，ラグランジアン 𝐿 を 𝑀， 𝑔， 𝑍， �̇�， 𝜃， �̇�， 𝐼𝜁のうち必要なものを用いてそれぞれ表せ．
ただし， �̇�，�̇� はそれぞれ 𝑍，𝜃の 1階の時間微分である． 

(次ページにつづく) 
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問題１のつづき 
 
[3] 設問[2]で求めたラグランジアン 𝐿 から 𝑍 と �̇� を消去し， 𝜃のみを運動を記述する座標と
して，ラグランジアン 𝐿 を 𝑀， 𝑔， 𝑏， 𝑐， ℎ， 𝜃， �̇�， 𝐼𝜁  を用いて表せ．ただし，ℎ =

 √𝑙2 − (𝑐 − 𝑏)2 とする．また，cos 𝜃 ∼ 1 − 𝜃2

2
，𝑍2 − 2𝑍ℎ ~ − 2𝑍ℎ として良い．また𝜃， �̇� は微少

量として、3 次以上の項は無視せよ．(ヒント: 点Qは点Bを中心とする半径 𝑙 の球面上に存在す
る．) 
 
[4] 設問[3]で求めたラグランジアンを用い， 𝜃 に関するラグランジュ方程式を書け． 
 
[5] 設問[4]で求めたラグランジュ方程式を用いて，剛体の微小振動の周期を求めよ． 
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問題２ 
 
図４のような，円形の断面をもつドーナツ状鉄心に太さが無視できる１本の導線を巻き付けたト

ロイダルコイルを考える．なお，鉄心の円形断面の中心とドーナツ状鉄心の中心の距離を aとし，

円形断面の半径を b とする．また，導線には一定電流 I が流れているとする．導線は場所に依ら

ず一様かつ密に巻かれているものとし，その総巻数を Nとする．また，ドーナツ状鉄心及び真空

の透磁率をそれぞれP，P0とする．以下の問いに答えよ．  

[1] 鉄心の円形断面内の点 P の座標を図４のような極座標(r, T�)で表すこととする。円形断面内(r 

≤ b)の円形断面に垂直な方向に発生する磁場 Hを a，N，I，r，T��を用いて表せ．なお，ドーナ

ツ状鉄心の中心軸と P点を結ぶ半径 Rを持つ円周 C上では Hはどこでも等しく，アンペール

の法則が適用できることを用いて良い． 

[2] 鉄心の円形断面を横切る全磁束)�を�P，a，b，N，Iを用いて表せ．また，鉄心の円形断面内(r 

≤ b)の円形断面に垂直な方向の磁束密度を Bとすると，B = PHの関係にあることに注意せよ．

ただし，以下の積分公式を用いてよい．�

d𝜃
𝐷 + 𝐸cos𝜃

=
2𝜋

√𝐷 − 𝐸
         ただし、𝐷 > 𝐸 > 0 �

>�@��このトロイダルコイルの自己インダクタンス LをP，�a，b，N，Iの中から必要なものを用いて

表せ．��

>�@��a ≫ bであるとき，設問[2]で定義した Bを P，�a，N，Iを用いて表せ．b/aの 4次以上の項は

無視せよ．ただし，鉄心の円形断面内で Bは一様であるとする． 

�
図４�

（次ページにつづく）�
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問題２のつづき 
�

図４のトロイダルコイルを改造し，図５のように鉄心の一部に長さG�の空隙���Sa ≫ G��を設ける．

ただし，図４のトロイダルコイルと巻数 Nは同じであり，導線には電流 Iが流れているとする．

空隙部には導線は存在せず，空隙部に現れた鉄心の断面の面積はSb�であるとする．以下では a ≫ 

b とし，鉄心の内部と空隙部それぞれの領域で磁束密度は一様かつ連続であるとしてよいものと

する（その磁束密度を B1と定義する）．また，鉄心の内部と空隙部の外に磁束の漏れはないもの

として，次の問いに答えよ．�

>�@��B1をP，P�，a，N，I，Gを用いて表せ．�

>�@��このコイルの自己インダクタンス𝐿 を�P，P�，a，b，N，I，Gの中から必要なものを用いて表せ．�

>�@��鉄心内部の磁化0�を�P，P�，a，N，I，G�を用いて表せ．ただし，�磁化は鉄心の円形断面に垂

直な方向に発生する磁場𝐻 に沿って生じるものとする．また，設問>�@で定義した𝐵 は，𝐵 =

𝜇 (𝐻 +𝑀)であることに注意せよ．��

�

図５�

� �
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問題３ 

 

次のハミルトニアンで表される!,"の二つの独立な一次元調和振動子を量子力学に基づい

て考える． 

# = #! +#" = & '
1
2* +̂#$ +

*-$

2 ./#$0
#%!,"

																															(1) 

ただし,	## =
'
$( +̂#

$ + ()!

$ ./#$	は振動子4	(= !, ")のハミルトニアン， *は振動子を形成する

粒子の質量，-は調和振動子の角振動数，+̂#，./#はそれぞれ運動量演算子と座標演算子であ

り，これらの演算子は [./# , +̂*] = 8ℏ:#*なる交換関係を満たす．また，:#*はクロネッカのデ

ルタ (; = !, "), 8 は虚数単位 (8$ = −1)，ℏはプランク定数を 2	=で割った定数である．こ

こで次の関係を満たす演算子>#
+,	>#を定義する． 

./# = ? ℏ
2*- @>#

+ + >#A, 	+̂# = 8?
*ℏ-
2 @>#

+ − >#A 

以下の設問に答えよ． 

 

[1]	>#
+,	>#の交換関係!"! , "!"	%を求めよ.  

[2] 式(1) のハミルトニアンを>#
+,	>#で表現せよ． 

[3] それぞれの調和振動子の規格化された基底状態をB#
(-)

，その固有値をC#
(-)

とする．すな

わち##B#
(-) = C#

(-)B#
(-)

である．>#
+,	>#の交換関係から>#B#

(-) = 0，及びC#
(-) =	 ℏ)$ である

ことを示せ．（ヒント，B#0 = >#B#
(-)

としたとき，##B#0 = EC#
(-) − ℏ-FB#0であることを

示せ．）また，B#0 = >#+B#
(-)

であるとき，##B#0 = EC#
(-) + ℏ-FB#0であることを示せ． 

 

さて，それぞれの調和振動子において固有値が 
ℏ)
$  である状態，すなわち基底状態を B#

(-) =

|0⟩# と表す．これはエネルギー量子の数が0個の状態である．また，固有値が 
ℏ)
$ + Iℏ- で

ある状態,すなわちエネルギー量子の数が n個の状態をB#
(1) = |I⟩#とする．ただし、Iは0以

上の整数である．これらは規格直交化されており， ⟨I0|I⟩* =# :1"1:#*の関係を満たす． 

（次ページにつづく） 
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問題３のつづき 

さらに設問[3]の結果から，>#|0⟩# = 0, >#|1⟩# = |0⟩# , >#
+|0⟩# = |1⟩#であることが分かる．

また，振動子 ! のエネルギー量子の数がI，振動子 " のエネルギー量子の数がI0の場合，

相互作用がなければ全系の状態は|I⟩!|I0⟩"と書ける．以上の記法を使って以下の問に答えよ． 

 

[4] !,"の二つの振動子の間に相互作用がある場合を考える．すなわち，ハミルトニアンが 

 

# = #! +#" + K@>!
+>" + >"

+>!A 

 

と書けるとする．ここでKは実定数で，0 < K ≪ ℏ- を満たす．この場合の全系の固有

状態，固有値のうち，二つの調和振動子のエネルギー量子の数の和が 1 になるものを

求めよ．なお，固有状態は規格化した形で書け． 

   

[5] 設問[4]において，全系の初期状態が|0⟩!|0⟩"にあるときに外場による摂動 

    ∑ @>#
+ + >#AOcos(-2S)# が働くと，この初期状態から全系のエネルギー量子の数の和が１

の状態への遷移が起こる．ただし，-2 は外場の角振動数，O は K ≫ O > 0 を満たす

定数，Sは時間である．このとき，設問[4]で求めたどの状態への遷移が起こるかを調べ，

その答えを記せ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


